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ИССЛЕДОВАНИЕ ВЫХОДЯЩИХ ПОТОКОВ 
В СИСТЕМЕ ПАРАЛЛЕЛЬНОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 
ПОЛИКОМПОНЕНТНОГО ПУАССОНОВСКОГО 
ПОТОКА 

В настоящей статье проводится исследование двумерного 
случайного процесса, характеризующего число обслуженных заявок 
каждого типа за время t. Получено выражение для производящей 
функции двумерного выходящего потока. определено, что одномерные 
маргинальные распределения вероятностей числа выходящих заявок 
являются пуассоновскими, найдены основные вероятностные 
характеристики. 

Ключевые слова: система параллельного обслуживания, 
выходящий поток, распределение числа заявок, полумарковские 
процессы, .заявки смешанного типа.

Введение
Настоящее время диктует необходимость решение различных 

математических и вероятностных задач, связанных с работой сетей массового 
обслуживания. Расширение применения сетей массового обслуживания 
связано с появлением сетей ЭВМ [1], совершенствованием вычислительных 
процессов, аппаратного и программного обеспечения вычислительных систем.

Значительный вклад в развитие теории сетей массового обслуживания 
внесли Г. П. Башарин, A. A. Боровков, Э. Геленбе, Дж. Джексон,  
В. А. Ивницкий, Ф. П. Келли, Д. Кениг, JI. Клейнрок, Ю. В. Малинковский, 
М. А. Маталыцкий, П. К. Поллетт, Р. Серфозо, Г. И. Фалин и многие другие.

Сегодня большой интерес для исследования представляют собой 
выходящие потоки – потоки уже обслуженных заявок, которые покидают 
СМО. Как правило, заявки проходят через несколько последовательно 
связанных между собой СМО: транзитная связь, производственный конвейер и 
т.п. В этом случае выходящий поток является входящим для следующей СМО. 
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В середине XX века начали появляться работы по исследованию 
выходящих потоков систем массового обслуживания. Первые попытки 
исследования выходящих потоков в рамках классической теории были 
сделаны во второй половине XX в. такими учеными, как П. Берк [2],  
П. Финч [3]. Независимо друг от друга они показали, что выходящий поток 
для системы с пуассоновским входящим потоком и экспоненциальным 
временем обслуживания также будет являться пуассоновским. А в 1963 году 
Н. Мирасол [4] показал, что выходящий поток систем с неограниченным 
числом приборов и произвольным распределением времени обслуживания, 
на вход которых поступает простейший поток, также является простейшим. 

Изучение выходящих потоков развивается достаточно медленно, 
так как не существует общих методов и подходов по их исследованию. 
В [5] были получены асимптотические распределения вероятностей 
числа обслуженных заявок в смешанной системе / / 1 /M GI m  и системе 

/ / /M M m t , обслуживающее устройство которой подвержено отказам. С 
помощью полумарковских процессов в [6] получены условия рекуррентности 
выходящих потоков однолинейных систем массового обслуживания. Обзор 
работ 50-х – 70-х годов по исследованию выходящих потоков содержится 
в работе [7]. 

Изучение свойств выходящих потоков продолжается и в настоящее 
время. В [8] было найдено распределение числа заявок, обслуженных за 
период занятости в стационарной системе / / 1 Geom Geom  с дискретным 
временем. Анализу выходящих потоков в системах с циклическим 
обслуживанием посвящены работы исследователей из школы Нижегородского 
государственного университета [9]. 

В настоящей статье приводится исследование выходящих потоков в 
системе параллельного обслуживания с неограниченным числом приборов 
в блоках, на вход которой поступают пуассоновские потоки интенсивности 
поток λ1 и λ2, а также поток парных разнотипных заявок, моменты прихода 
которых образуют простейший поток с интенсивностью λ. Дисциплина 
обслуживания зависит от типа заявки и определяется случайной величиной, 
имеющей экспоненциальную функцию распределения вероятностей 
с соответствующими параметрами. Используя терминологию[10–11] 
предлагаемую модель можно назвать СМО с поликомпонентным 
пуассоновским потоком. 

Впервые модель со сдвоенными заявками была описана в в работах 
украинских ученых Е. А. Лебедева, А. А. Чечельницкого и О. В. Кучеренко 
[13] и в дальнейшем получила свое развитеие в работах [14–15] для 
непуассоновских входящих потоков.
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материалы и методы
Рассмотрим систему с двумя боками обслуживания (рис. 1), каждый из 

которых содержит неограниченное число приборов. На вход поступает три 
простейших потока с интенсивностью λ для сдвоенных заявок, для заявок 
первого и второго типа соответственно. 

Рисунок 1 – СМО с параллельным обслуживанием 
заявок смешанного типа

Дисциплина обслуживания определяется тем, что одна из заявок 
сдвоенного потока поступает в первый, а другая во второй блоки обслуживания 
и занимает любой из свободных приборов, на котором выполняется 
ее обслуживание в течение случайного времени, распределенного по 
экспоненциальному закону с параметрами μ1 и μ2 соответственно. Также в 
систему поступают два простейших потока заявок λ1 и λ2, заявки которых 
занимают свободные приборы в соответствующем типу заявки блоке 
обслуживания.

В настоящей статье проводится исследование двумерного случайного 
процесса ( ) ( ){ }1 2,n t n t , характеризующего число обслуженных заявок 
каждого типа за время t.

Процесс ( ) ( ){ }1 2,n t n t  немарковский, поэтому введем дополнительные 
компоненты, а именно ( ) ( )1 2,i t i t  – число занятых приборов в первом и 
втором блоках.

Обозначим ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 21 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , ,i i n nP i i n n t P i t i t n t n t= = = ==  – 
распределение вероятностей состояний системы.

Для распределения вероятностей рассматриваемого случайного 
процесса составим систему равенств:
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( ) ( )( )1 2 1 2 1, ,, , 1 1P i i n n t t t tλ λ ×+∆ = − ∆ − ∆

( )( )( ) ( )1 2 1 2 1 22 1 2 , ,1 1 1 , ,t i t i t P i i n n tλ µ µ× − ∆ − ∆ − ∆ +

( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 211 1 , 1 ,, , , , , ,tP i i n n t tP i i n n tλ λ− − −+ ∆ + ∆ + ( )1 2 1 22 1 , ,, ,tP i i n n t−∆ +λ

( ) ( )1 1 2 1 21 1 1, ,1 , ,i tP i i n n tµ + −+ + ∆ +
 

( ) ( ) ( )2 1 2 1 22 1 , 11 , , ,i tP i i n n t t+ −+ ∆ + ∆µ ο   (1)

Откуда получаем прямую систему дифференциальных уравнений 
Колмогорова: 

( ) ( )1 2 1 2
1 2 1 1 2 2

, , , ,P i i n n t
i it λ λ λ µ µ ×

∂
= − + + + +

∂  
( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 1 2 1 2, , , , 1 1, , 1, ,P i i n n t i P i i n n tµ +× + + + − ( ) ( )2 2 1 2 1 21 , 1, , 1,i P i i n n t+ + − +µ

( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 1 21, 1, , , 1, , , ,P i i n n t P i i n n tλ λ ++ − − + −  ( )2 1 2 1 2, 1, , ,P i i n n t−λ   (2)

решение которой удовлетворяет начальным условиям:

( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , ,0 ,P i i n n R i i=   (3)

где ( )1 2,R i i  – стационарное двумерное распределение числа занятых 
приборов в блоках обслуживания, которое совпадает с финальным и 
определяется равенством [12]:

( ) ( ) ( )
( )min ,

1 2
0

,
! ! !

i j n i n j n
d

n

c a bP i i e
n i n j n

− −
−

=

= ⋅
− −∑

.

Обозначим совместную производящую функцию процесса 
( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2, , ,i t i t n t n t : ( ) 1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2 1 2 1 2, , , , i i n n

i i n n
F x x y y t x x y y ×=∑∑∑∑ ( )1 2 1 2, , , ,P i i n n t×  

тогда получим дифференциальное уравнение в частных производных первого 
порядка вида:
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( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2
1 1 1

1

, , , , , , , ,F x x y y t F x x y y t
x y

t x
µ

∂ ∂
+ − +

∂ ∂

( ) ( )1 2 1 2
2 2 2

2

, , , ,F x x y y t
x y

x
µ

∂
+ − =

∂
  (4)

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 21 1 1x x x xλ λ λ= − + − + − ×  

( )1 2 1 2, , , ,F x x y y t× .

Будем считать, что в начальные моменты система функционирует в 
стационарном режиме, то есть начальные условия имеют вид:

( ) ( )( )1 2 1 2 1 2
1 2

, , , ,0 exp 1 1F x x y y x xλ
µ µ


= − − +

+

( ) ( )}1 2
1 2

1 2

1 1x xλ λ λ λ
µ µ
+ +

+ − + −   (5)

Используя метод характеристик (Эльсгольц Л.Э) получаем систему 
дифференциальных уравнений вида:

( ) ( )
1 2

1 1 1 2 2 21
dx dxdt
x y x yµ µ

= = =
− −

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

, , , ,

1 1 1 , , , ,

dF x x y y t

x x x x F x x y y tλ λ λ
=

− + − + −
  (6)

Найдем два первых интеграла системы уравнений. 
Очевидно, что для уравнений:

( )
1

1 1 1

,dxdt
x yµ

=
−

 ( )
2

2 2 2

,dxdt
x yµ

=
−

Они принимают вид:

( )1 1
1 1 1 1 1 1, ,t tx y C e C x y eµ µ−= + = −

( )2 2
2 2 2 2 2 2, ,t tx y C e C x y eµ µ−= + = −   (7)
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Последний интеграл получим из уравнения

)(( ) ( )( ) ( )( )1 21 2 1 21 1 1 1x x x x dtλ λ λ λλ + + 
 

− − + − + − =  ( )
( )

1 2 1 2

1 2 1 2

, , , ,
, , , ,

dF x x y y t
F x x y y t

= . 

( )( )) ( )
( )2

2 1 2 1 2
2 2

1 2 1 2

1
, , , ,
, , , ,

t dF x x y y t
y C e dt

F x x y y t
µλ λ+ + − + =   (8)

Откуда, используя (7) имеем:

( )( ) ( )( )( 1
1 2 1

1 1 2 2 1 11 1 1t t ty C e y C e y C eµ µ µλ λ λ− − + + −+ + +
 

( )( )) ( )
( )2

2 1 2 1 2
2 2

1 2 1 2

1
, , , ,
, , , ,

t dF x x y y t
y C e dt

F x x y y t
µλ λ+ + − + =   (9)

После преобразований получаем дифференциальное уравнение вида:

( )( ) ( )( )1 2
11 2 21 1 ty y C C e µ µλ + − − + +

( )( )1
2

2 1 1tC e yµλ λ λ+ + − +

( )( )2
1

1 2 1tC e yµλ λ λ+ + + − +

( ) ( )1 2
1 2

1 2
t tC e C e dtµ µλ λ λ λ + + + +  =

 

( )1 2 1 2, , , ,
dF

F x x y y t
=   (10)

Решение которого имеет вид:

( )1 2 1 2 3ln , , , , lnF x x y y t C− =

( )( ) ( )1 2
1

1 2
1 2 21 1 tty y C C e µ µλλ

µ µ
+− − + +

+

( ) ( )2
1

2
2 1 1tt C e yµλλ λ

µ
 

+ + + − + 
 

( ) ( )2
1

1
1 2 1tt C e yµλλ λ

µ
 

+ + − + 
 

+

1 2

1 2

1 2
1 2

t tC e C eµ µλ λ λ λ
µ µ
+ +

+   (11)
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Предполагая, что  
можем записать:

( ) ( )2 1

2 1 1

1 1
2 1 1 2 11 1t ttC e y C e y C eµ µµ λ λλ λ

µ µ µ
+

+ − + − + + ( )( )2

2

2
2 1 21 1t tC e y yµλ λ

λ
µ
+

+ + − − +

( )( ) ( )( ) }1 21 21 1t ty yλ λ λ λ+ + − + + −   (12)

Подставляя выражения для C1 и C2 в (7) 

( ) ( ) ( ) 2
1 2 1 2

1
1 1 2 2, , , , ( , )t tF x x y y t x y e x y eµ µ− −= Φ ×− −

( )( )
1 2

1 1 2 2exp x y x yλ
µ µ


× +

+
− −

 

( )( ) ( )( )
2 1

2 2 1 1 1 21 1x y y x y yλ λ
µ µ

+ − + − +− −
 

( ) ( ) ( )( )1 2

1 2
1 1 2 2 1 21 1 tx y x y y yλ λ λ λ

λ
µ µ
+ +

+ + + − − +− −

( )( ) ( )( ) }1 21 21 1ty y tλ λ λ λ+ + − + + −
 

Учитывая начальное условие запишем:

( ) ( )( )1 1 2 2,x y x yΦ =− −
 

( )( )1 2
1 2

exp 1 1x xλ
µ µ


= − − − +  

( )( ) ( )1
1

1
1 1 2 2 1yx y x y λ λ

µ
+− + − +− −

 

( ) ( )( )2
2

2 2
2 2 11 1y x y yλ λ λ

µ µ
+

+ − − − −−
 

( )( )
1

1 1 2 1x y yλ
µ


− − 


−   (13)
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Тогда выражение (12) для ( )tyyxxF ,,,, 2121  примет вид

( ) ( )( )1 2 1 2
1 2

1 2, , , , exp 1 1F x x y y t x x
= 

+
− −λ

µ µ ( ) ( )( )2

2
2 1 21 11 tx y yλ λ

λ
µ
+

+ + − − +−
 

( )( ) ( )( ) }1 21 21 1ty y t+ − + + −λ λ λ λ  

И подставляя (7) , получаем окончательное выражение

( ) ( )( )1 2 1 2
1 2

1 2, , , , exp 1 1F x x y y t x xλ
µ µ


= +

+
− −

( ) ( ) ( )1 2 1

1 2 1
1 2 11 1 1x x xλ λ λ λ λ λ

µ µ µ
+ + +

+ + + +− − −

( ) ( )( )2

2
2 1 21 11 tx y yλ λ

λ
µ
+

+ + − − +−

( )( ) ( )( ) }1 21 21 1ty y tλ λ λ λ+ + − + + −   (14)

Полагая 1 1x =  и 2 1x = , получаем выражение для производящей 
функции двумерного выходящего потока

( ) ( )( ) ( )( ){1 2 11 2 1, , exp 1 1 1F y y t t ty y yλ λ λ= − − + + − +

( )( ) }2 2 1y tλ λ+ + −   (15)

Одномерные маргинальные распределения вероятностей 
числа выходящих заявок являются пуассоновскими и имеют вид:

( ) ( )( ){ }1 1 1, exp 1F y t tyλ λ= + − , ( ) ( )( ){ }2 2 2, exp 1F y t tyλ λ= + −  .

Результаты и обсуждения
Основные вероятностные характеристики
Согласно свойствам производящей функции, взяв производные 

соответствующих порядков, можно получить основные вероятностные 
характеристики. 

Учитывая, что 

( ) ( )( ){1 2 1 2, , exp 1 1F y y t ty yλ= − − +  ( )( ) ( )( ) }1 21 21 1ty y tλ λ λ λ+ + − + + − ,
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имеем:
( ) ( ) ( )1 2

2 1
1

, ,
1

F y y t
y t

y
λ λ λ

∂
= − + + ×  ∂

( )( ) ( )( ){ 11 2 1exp 1 1 1t ty y yλ λ λ× − − + + − +

( )( ) } [ ] ( )2 2 1 1 22 1 , ,y t F y y ty tλ λ λ λ+ + − + ⋅=

( ) [ ] ( )2
1 2 1 2

2 12
11

, , , ,F y y t F y y t
y t

yy
λ λ

∂ ∂
= + ⋅ =

∂∂

[ ]( ) ( )2
2 1 1 2, ,y t F y y tλ λ= + ,

Аналогично
( ) ( ) ( )1 2

1 2
2

, ,
1

F y y t
y t

y
λ λ λ

∂
= − + + ×  ∂

( )( ) ( )( ){ 11 2 1exp 1 1 1t ty y yλ λ λ× − − + + − +
 

( )( ) } [ ] ( )2 1 2 1 22 1 , ,y t F y y ty tλ λ λ λ+ + − = + ⋅

( ) [ ] ( )2
1 2 1 2

1 22
2 2

, , , ,F y y t F y y t
y t

y y
λ λ

∂ ∂
= + ⋅ =

∂ ∂  
[ ]( ) ( )2

1 2 1 2, ,y t F y y tλ λ= +

Учитывая свойства производящих функций получим математическое 
ожидание числа обслуженных заявок в первом и втором блоках системы:

( ){ } ( )
1
2

1 2
1
1

, ,
( )k x k

xk

F y y t
M n t t

y
λ λ=

=

∂
= = +

∂

( ) ( ){ } ( ){ }
1
2

2
21 2

12
1

, ,
y k k
yk

F y y t
M n t M n t

y =
=

∂
= − =

∂

( )2( )k tλ λ+  , ( )1,2k = .

Дисперсия числа обслуженных заявок в первом и втором блоках системы 
имеет вид:

( ){ } ( ){ } ( ){ }2 2
k k kD n t M n t M n t= −

( ) ( ) ( )2 2( ) ( ) ( )k k kt t tλ λ λ λ λ λ= + + + − + = ( ) ,k tλ λ= +  
( )2,1=k
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Используя явный вид производящей функции, можно найти выражение 
для коэффициента корреляции между компонентами процесса обслуженных 
требований в рассматриваемой модели. Для этого с помощью определим 
корреляционный момент

( ) ( ) [ ] ( )2
1 2 1 2

1 2 2 1
1 2 2

, , , ,
, ,

F y y t F y y t
tF y y t y t

y y y
λ λ λ

∂ ∂
= + + ⋅ =

∂ ∂ ∂  
[ ][ ]{ } ( )2

2 1 1 2 1 2, ,t y y t F y y tλ λ λ λ λ= + + +  ,

( ) ( ){ } ( ) [ ][ ]
1
2

2
1 2 2

1 2 1 1 2
11 2

, ,
y
y

F y y t
M n t n t t

y y
λ λ λ λ=

=

∂
= = + +

∂ ∂
 .

Тогда

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
1 2

1 2

1 2

cov n t n t
r n t n t

Dn t Dn t
= =

[ ][ ] [ ][ ]2 2
1 2 1 2

1 2( ) ( )
t t t

t t
λ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

+ + + − + +
= =

+ +

1 2( )( )
λ

λ λ λ λ
=

+ +

Выводы
В работе проведено исследование СМО с двумя блоками обслуживания, 

каждый из которых содержит неограниченное количество приборов. 
Получено выражение для определения производящей функции двумерного 
выходящего потока, определено, что одномерные маргинальные 
вероятности являются пуассоновскими, найдены основные вероятностные 
характеристики.
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Осы мақалада t уақытындағы әр типтегі қызмет көрсетілген 
өтінімдердің санын сипаттайтын екі өлшемді кездейсоқ процесті 
зерттеу жүргізіледі. шығарылған өтінімдер санының бір өлшемді 
маргиналды ықтималдылық үлестірімі Пуассон екендігі анықталды, 
негізгі ықтималдық сипаттамалары табылды.

Кілтті сөздер: параллель қызмет көрсету жүйесі, Шығыс 
ағыны, өтінімдер санын бөлу, жартылай парк процестері,.аралас 
түрдегі өтінімдер.

In this article, we study a two-dimensional random process that 
characterizes the number of served requests of each type during time t. 
We obtain an expression for the generating function of a two-dimensional 
outgoing flow. It is determined that the one-dimensional marginal 
probability distributions of the number of outgoing applications are 
Poisson, and the main probability characteristics are found.

Keywords: parallel service system, outgoing flow, distribution of the 
number of requests, semi-Markov processes, mixed-type requests.
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