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М. А. Бeйсенби, С. О. Ахметова, Н. М. Кисикова, А. Темирбек 
Евразийский национальный университет имени Л. Н. Гумилева,  
Республика Казахстан, г. Нур-Султан

УПРАВЛЕНИЯ НЕУСТОЙЧИВИМИ РЕЖИМАМИ  
ОБЪЕКТОВ С M ВХОДАМИ И С N ВЫХОДАМИ 
В КЛАССЕ КАТАСТРОФ «ЛАСТОЧКИН ХВОСТ» n

В статье излагается метод построения и исследования систем 
управления с повышенным потенциалом робастной устойчивости 
линейными динамическими объектами с неопределенными параметрами 
в классе катастроф ласточкин хвост. Показано, что система 
управления m-входами и  n-выходами с повышенным потенциалом 
робастной устойчивости обеспечивает устойчивость при любых 
изменениях неопределенных параметров.

Ключевые слова: система управления, градиентно-скоростной 
метод, вектор-функции Ляпунова, с одним входом, с одним выходом, 
робастная устойчивость, режим неустойчивости.

Введение
В настоящее время, актуальной проблемой является создание системы 

управления, обеспечивающей в некотором смысле гарантированно 
наилучшую защиту от неопределенности в знании свойств системы 
управления [1, 2, 3, 4, 5]. В известной постановке [6, 7, 8], исследование 
системы на робастную устойчивость состоит в указании ограничений на 
изменение параметров в рамках линейного принципа устойчивости [6, 8 , 9].

В настоящее время общепризнано, что одним из основных 
свойств в линейных динамических объектов является порождение 
режима «неустойчивости» и потеря управляемости объекта в условиях 
неопределенности. Следует отметить, что неустойчивости в системах 
управления порождается в результате выхода неопределенных параметров 
системы за границы робастной устойчивости [1, 2, 6, 7].

В связи с этим, в условиях большой неопределенности предлагается 
разработать метод построения систем управления гарантированной защитой от 
режима «неустойчивости» в классе катастроф ласточкин хвост [10, 11]. Система 
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управления с увеличенным потенциалом робастной устойчивости исследуется 
градиентно – скоростным методом вектор – функции Ляпунова. [1, 12] показано, 
что система управления становятся устойчивой при любых изменениях 
неопределенных параметров и это гарантированно может защитить от режима 
«неустойчивости» в системах управления объектами с m-входами и n-выходами.

Пусть система управления с m – входами и с n – выходами описывается 
уравнением [6,13]:

							       		
        (1)

где nRtx ∈)( – вектор состояние системы управления; mRtu ∈)( – вектор-
функция управляющих воздействии, nnRA ×∈  матрица объекта управления 
размерности nmRBnn ×∈× , – матрица управления размерности ;nm×

Пусть матрицы А и В имеют следующий вид:

Закон управления задан в форме трех параметрических структурно 
устойчивых отображений (катастрофа ласточкин хвост) [10,11]:

		
iiiiiiii xkxkxkxtu 322315

2
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3
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Система (1) с учетом закона управления (2) в развернутой форме 
записывается 

   

(3)
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Установившиеся состояния системы (3) определяется решениями 
уравнений:

(4)

Из (4) можно получить стационарные состояния [10,11]:

						                                     
 (5)

         (6)  

и    

   ni ,...,1=     (7)

Исследуем устойчивость стационарного состояния (5). Из уравнения 
состояния (3) определяется компоненты вектора градиентов вектор функции 

Ляпунова :))(),...,(),(()( 1 xVxVxVxV n=
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Из (3) определяем компонентов разложение вектора скорости по 
координатам
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(9)

Вычисляем полную производную по времени от вектор-функции 
Ляпунова, как скалярное произведение вектора градиента (8) на вектор 

скорости (9) [ ]4,3,2,1 .

                                                   	

		  	       
(10)

Из (10) очевидно, что полная производная по времени от вектор-функции 
Ляпунова является гарантированно знако-отрицательной функцией, т.е. 
достаточное условие асимптотической устойчивости по Ляпунову для системы. 

(3) гарантированно выполняются. По градиенту искомой вектор-
функции Ляпунова (8) строим вектор-функции Ляпунова скалярной форме, 
для нахождения условия существование этой вектор–функций. Или вектор 
функции Ляпунова в скалярной форме можем переписать в виде:

 (11)

Условия положительной или отрицательной определенности функции 
(11) неочевидно, поэтому воспользуемся леммой Морса из теории катастроф   
[10, 11] и согласно лемме Морса функций Ляпунова (11) можем представить 
в виде квадратичной формы:
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(12)

Положительная определенность квадратичной формы (12) или 
необходимое условие асимптотической устойчивости стационарного 
состояния (5) определяется системой неравенств:

				    	                      

(13)

Следует отметить, что при выполнений системы неравенств (13) 
стационарное состояние (5) будет существовать и является устойчивой. 
При  условиях нарушения этих неравенств (13), появляются новые 
стационарные состояний (6), (7). Стационарные состояний (5) и (6), (7)  
одновременно не существует это результатами теории катастроф доказано 
[10, 11] стационарные состояний (6), (7) существует и появляются при потере 
устойчивости стационарного состояния (5). Такое замечательное свойство 
структурно-устойчивых отображений из теории катастроф используется для 
расширения области робастной устойчивости системы управления в условиях 
параметрической неопределенности. 

Исследуем устойчивость стационарного состояние (6) градиентно-
скоростным методом вектор функции Ляпунова. Стационарные состояния 
(6) лежит на поверхности сепаратисты [10, 11]. Для исследования систему 
(3) представляем в отклонениях относительно стационарного состояния (6)
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(14)

 

Определяем компонентов вектора градиентов от вектора функции 

Ляпунова ))(),...,(()( 1 xVxVxV n= из уравнений состояния (14):

     

(15)

Из (14) определяем разложение компонентов вектора скорости  по 
координатам системы:
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(16)

Вычисляется полные производные по времени от вектор – функции 
Ляпунова, как скалярное произведение вектора градиента (16) на вектор 
скорости (16):

					                         (17)

Из (17) очевидно, что полная производная по времени от вектор - 
функции Ляпунова является знакоотрицательной функцией. Теперь требуется 
получить необходимое  условия существования функций Ляпунова с 
известным градиентом. По градиенту (15) построим вектор – функции 
Ляпунова в скалярной форме:
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 (18)    

Функция (18) в начале координат обращается в нуль, является непрерывно 
дифференцируемой функцией и имеет слагаемые в виде переменных с 
нечетными степенями, т.е. условия положительной определенности не 
очевидно. Поэтому, на основании леммы Морса из теории катастроф [10, 
11], функцию (18) представляем в виде квадратичной формы:

  

				    		        
(19)

Из (18) положительная определенность вектор функции Ляпунова 
(условия существования  функций Ляпунова) задаются неравенствами:

					       		        

(20)
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Таким образом система управления (3) обеспечивает устойчивость 
системы при любых изменениях неопределенных параметров  системы.

При отрицательных значениях параметров существует и будет 
устойчивой стационарное состояния (5). Если нарушается система неравенств 
(13) появляется новое стационарное состояние (6) и это стационарное 
состояние существует и также является устойчивыми при выполнении 
системы неравенств (20).

Выводы
Способность системы управления сохранять устойчивость в условиях 

параметрической неопределенности в ограниченной области понимается 
как робастная устойчивость системы. В общей постановке исследование 
системы на робастную устойчивость состоит в указании ограничений на 
изменение параметров системы управления в ограниченной области и не 
гарантирует режимы «неустойчивости» при больших параметрических 
неопределенностях в системе.

В практических задачах, связанных с разработкой и созданием систем 
управления в условиях существенной параметрической неопределенности, 
создание систем управления с повышенным потенциалом робастной 
устойчивости является одним из ключевых факторов, гарантирующих системе 
управления от режима «неустойчивости». В связи с этим в статье предлагается 
метод построения системы управления в классе, катастроф ласточкин хвост и 
исследование их градиентно – скоростным методом вектор – функции Ляпунова.

Показано, что система управления обладает гарантированно широкой 
областью робастной устойчивости и исключает порождение режима 
«неустойчивости», т.е. система управления m-входами и n-выходами 
становится устойчивой при любых изменениях неопределенных параметров.
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Мақалада апаттар класында белгісіз параметрлері бар 
сызықтық динамикалық объектілермен робасты орнықтылықтың 
жоғары потенциалы бар басқару жүйелерін құру және зерттеу әдісі 
баяндалады ласточкин хвост. M-кіріс және N-шығуларды басқару 
жүйесі робасты орнықтылықтың жоғары әлеуеті бар, белгісіз 
параметрлердің кез келген өзгерістері кезінде орнықтылықты 
қамтамасыз етеді.

Кілтті сөздер: басқару жүйесі, градиентті-жылдамдық әдісі, 
Ляпунов векторы-функциясы, бір кірумен, бір шығумен, робасты 
тұрақтылық, тұрақсыздық режимі.
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The article describes a method for constructing and studying control 
systems with increased robust stability potential by linear dynamic objects 
with indefinite parameters in the dovetail catastrophe class. It is shown 
that the control system of M-inputs and N-outputs with an increased 
robust stability potential provides stability for any changes in uncertain 
parameters.

Keywords: control system, gradient-speed method, Lyapunov vector 
functions, with one input, with one output, robust stability, instability mode.
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